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INTEGRACION POR SUSTITUCIONES TRIGONOMETRICAS

Algunas integrales donde aparecen en el integrando expresiones de la forma;

[n2  |W2y2 2 | h2y2 2,2 A2
a”—b°x“ . \/a +b°x° . \/b X" —a se pueden llevar a integrales de facil

comprension mediante algunas sustituciones trigonométricas. Para ello se debe tener
en cuenta lo siguiente:

Si en la integral aparece una expresion de la forma:

Para la expresion Usar Para obtener

va’ —b*x® y = Z‘Sen@ a-/1-Sen’0 = aCos6

Sustitucion que sale del triangulo rectangulo.

bx

va®—b*x’
Por EJEMPLO: Evaluar la integral

jMdX

X2 Sea

X =35enf — dx =3Cosad o
J9—x% = {JQ —9Sen’g =3/1—Sen’d = 3-/Cos°9 =3Cosb

Luego la integral se transforma en:
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9Co0s%6

j j 5c0s0 30560 - [ aorep 46
- j C0t29d9 = [(Csc?0 -1)de 3 X
=-Cotf-0+C f

Ahora , del triangulo se tiene: 9— X2

2

X 9—x
Senf = —>9 Sen” Cotf =
3 (3) y X

De donde la integral da como resultado:

F F—Sen (3)+C

EJEMPLO- DETERMINE:

j dx

X°/4 —Xx°

X =2Senf — dx = 2Cosad o

Ja—x? = {M _4Sen%0 =2-/1—Sen?0 = 2-/Cos20 = 2Cos0

Luego la integral se transforma en:
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j dx :j 2Cosedo :j do
(

x2/4—x? 7 (2SenO)(2CosH) ? 4Sen’d
1 '[ Csc’ad6 2 X
4
__Lcotac .
4 4—x?

Ahora , del triangulo se tiene:

4 — x°
X

Coto =

De donde la integral da como resultado:

J- dx  /4-x°
X2/ 4 —X° 4xX
EJEMPLO- DETERMINE:

dx

'[\/15 . 2X . X2 Factorizando el denominador.

+C

j dx _ j dx _ j dx
15+1-1-2x—x* * [16—{1+2x+x?) * 16— (1+xY

Con el cambio de variable U = X+1— dU =dX se tiene:

j dx :j du
16-(@L+xf 7 16-U?
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Ahora, Sea
U =4Senfd — dU =4Cosad o

16-U? ={/16-165en0 = 4./1— Sen’d = 4. Cos’@ = 4Cos0

Luego la integral se transforma en:

4Cos6do

J~ du _J~ B
J16—U? 7 (4Cos@)

jd9:9+c

0

\16-U?

Ahora , del triangulo se tiene:

Send = v
4
De donde la integral da como resultado:
j ax = Sen‘l(1+ X) +C
15— 2x — X2 4

Si en la integral aparece una expresion de la forma:

Para la expresion Usar Para obtener

val+b*x* |y = Z‘ Tang &'/1+Tan’d =aSeco
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Sustitucion que sale del triangulo rectangulo.

va? +b?x?

bx

Por EJEMPLO: Evaluar la integral

j«/9+4x2dx

X = :;Tane —dx = 2Se029d9

Sea

J9+4x° = {\/9 + 4(2Tan29j ~3./1+Tan%9 =3/Sec’0 = 3Sech
Luego la integral se transforma en:

'[ A9+ 4x%dx = '[ SSec:@@ Sec’ad 9) = 2 '[ Sec’ado

= 2 * ;(SeCHTanQ + Ln'SecO +Tand )+ C

\9+4x°

Ahora , del triangulo se tiene:

2X
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y

9+ 4x°
3

Tan@ = 23:( SecO =

De donde la integral da como resultado:

9( 2x-/9+ 4x° J9+4x5 2x
j«/9+4x2dx: +Ln + +C
4 9 3 3
Si en la integral aparece una expresion de la forma:
Para la expresion Usar Para obtener

b®x* —a’ w—3gecg alSec’d-1l=aTand
b

Sustitucion que sale del triangulo rectangulo.

bx

o)

b2x2 — g2

Para evaluar la integral se debe identificar la expresion radical que aparece en el
integrando y realizar la sustitucion respectiva.
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Por ejemplo.

[y2 2,2 2
j X" —4dx , s una expresion de la forma b°x* —a donde b =1y a= 2,

2
x= SecO =25eCO o ivando dx = 2SecHTanodo

luego la sustitucién es:

X2 —4 =/45ec?0 — 4 = 2-/Sec?0 —1 = 2-/Tan%0 = 2Tané

Luego la integral nos queda:

[ /X2 - 4dx = '[ 2Tand(2SecTanfdo) = 'f 4SecdTan’6do
[ /X2 - 4dx = 4'fSecHTanHTaan9

[ SecoTan’0d0 = j (SecdTand)Tan@dé = Tan6Sech — j Sec’ad6

[ SecdTan’0d6 = Tan6SecO — B (Tan@Seco + LnSeco + Tan@)} +C

j SecdTan’0d O = ;TanHSece — B(LnSec@ + Tan@)} +C
Ahora, del triangulo

x> —4

)
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Tané =

X2 -4 X
2 y Secd = E Luego:

X /x?—4

2

/2
j\/X2—4dX=;{X X4_4 ~Ln

}c

Actividad: Encuentre las siguientes integrales:

X dx X dx

dx
ol iss o erae o) mex

J. dx J‘ 3xdx J‘ dx
D1 2 42x+26 DY x242x+45 P 16+6x-X’

J9—ax?
G)_[ % dx " j«/x2+9dx ) j«/x2—9dx
X
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